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RESOLUCAO DA PROVA DE MATEMATICA

1. (ITA/2021)

Determine o raio da circunferéncia circunscrita a um trapézio isésceles cujas bases e altura tém

comprimentos 4, 2 e 3, respectivamente.

Comentarios

Do enunciado, temos a seguinte figura:

D (&

Note que MN é altura do trapézio e O é o centro da circunferéncia circunscrita. Aplicando
Pitagoras nos triangulos NOD e MOA, obtemos:

Logo:

NO + OM = MN = R2 —1++R2 —4 =3

Elevando ao quadrado:
R?>-1+R?>—-4+2/R*—5R2+4=9
2JR* —5R% + 4 = 14 — 2R?

VR* —5R2 4+ 4 =7 — R?
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Elevando novamente ao quadrado:
R* —5R%? + 4 = R* — 14R? + 49
9R?=45=R2=5=R =15

Gabarito: R = V5

2. (ITA/2021)

Determine todos os valores do numero real a para os quais a matriz

/1 a2 —-a 3 2\
2 a* a a

1
0 0 0 a -—a?
—a 0 0 0 3
a 0 0 -3 0
€ nao singular.
Comentarios
Vamos calcular o determinante da matriz:
1 a® —-a 3 2
2 a* 1 ad a
D=0 0 0 a —a?
—a 0 0 0 3

a’> 0 0 -3 0
Da segunda coluna e da terceira linha, podemos colocar os fatores comuns a? e a em evidéncia,

respectivamente. Logo:

1 a —a 3 2 1 a —a 3 2
2 1 1 a® a 2 1 1 a® a
D=a*a-|0 0 0 1 —a|l=a*{0 0 0 1 -a
—-a 0 O 0 3 —-a 0 O 0 3
a> 0 0 -3 0 a> 0 0 -3 0
Aplicando a regra de Chié:
1—-2a 14+2a a3®-6 a—4
D=a3- 02 02 1 —a
a —a 3a 3+ 2a
—a3 a3 —3—-3a? —2a?
Fazendo C; — C; + Cy:
2 1+2a a®>-6 a—4
D=a3- 0 02 1 —a
0 —a 3a 3+ 2a
0 a3 —3—-3a? -—2a?
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Aplicando o teorema de Laplace na primeira coluna:

0 1 —a
D=a3Q) - (- [-q? 3a 3+ 2a
a® —-3-3a* -—2a?

D =2a3[a®(3 + 2a) — a3(3 + 3a?) + 3a® — 2a*
D =2a°(3+2a—3-3a?+3a%?-2a) =2a°0)=0

Portanto, a matriz é singular para qualquer a real. Logo, ndo existe valor de a real que torna a
matriz ndo singular.

Gabarito: 3a € R que torna a matriz ndo singular

3. (ITA/2021)

O primeiro termo de uma progressao geométrica de numeros reais é 1 e a soma de seus primeiros

79 termos é igual ao produto de seus primeiros 13 termos. Determine:
(a) a soma dos 40 primeiros termos;

(b) o produto dos 7 primeiros termos.

Comentdrios
Temos a seguinte progressao geométrica de razao q:

(1,9,9% 9% q% ...)

A soma e produto dos n primeiros termos de uma PG é

a;(@q" —1)
S, =—,qg+1
n q _ 1 q
n(n-1)
Pn = ai‘q( 2 )
Do enunciado:
79 1 13(12)
579=P13$q —1 1 2 =q’°
q°—1=q"°—q’®
Portanto,aPGé (1,-1,1,—1,...).
a) Asomaé
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B (_1)40 -1

—-1-1 "'54020

b) O produto é
P, =(-1)* P, =-1

Gabarito: a) Sa0 =0 b) P = —1

4. (ITA/2021)

Determine todos os pontos (x,y) que pertencem a circunferéncia de centro (5,0) e raio 5, que
satisfazem a equacgao:

J3x—y—4=/x2-7x-5y—4

Comentdrios
Temos a equacdo da circunferéncia:
(x—5)2+y?=25=>x2—-10x+25+y?2=25-x2—-10x+y?> =0 (I)

Vamos elevar a equac¢dao dada ao quadrado e depois testar as raizes para ver se satisfazem a
equagao.

3x—y—4=x2-7x—-5y—4
= x%2—10x = 4y (D)

Substituindo (11) em (I):

y2+4y=0=y,=00uy,=—4
Paray; = 0:

x?—10x=0=>x, =0oux, =10
Portanto, temos os pares (0,0) e (10, 0).
Paray, = —4:

x2—-10x+16=0=>(x—-2)(x—8)=0>x3 =20ux, =8

Temos os pares (2,—4) e (8, —4).

Testando as raizes na equagdo:

J3x—y—4=\x2—7x—-5y—4

(0,0) = /3(0)—0—4=,/02-7(0) —5(0) —4 = V—4=vV-4
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= convém nos complexos

(10,0) = /3(10) — 0 — 4 = /102 — 7(10) — 5(0) — 4 = V26 = V26 = ok

(2,—4) = 3() - (—-4) —4=22-7(2) - 5(-4) —4=>V6 =V6 = ok

(8,—4) = /3(8) — (—4) —4 = /82 —7(8) — 5(—4) — 4 > V24 =24 = ok
Assim, podemos concluir que
C =S ={(0;0),(10;0), (2; —4), (8 —4)}
R =S ={(10;0),(2;—4), (8 —4)}
C=5={(0;0),(10;0),(2; —4), (8; —4)}

Gabarito: R =5=1{(10;0),(2;—4),(8;—-4)}

5. (ITA/2021)
Determine as raizes comuns aos polindOmios:

p(x) = x> +x* —8x%2 —9x + 15 e q(x) = 3x* + 6x3 + 13x% — 4x — 10.

Comentarios
Perceba que 1 é raiz de p:
p(1)=1+1*-8(1)2-9(1)+15=17-17=0

Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini:

Assim, temos p(x) = (x — 1)(x* + 2x3 + 2x? — 6x — 15).

Vamos aplicar a divisdo euclidiana sucessivamente entre p e q para encontrar o maximo divisor
comum desses polindmios. Dividindo o fator x* + 2x3 + 2x2 — 6x — 15 de p por q:

x* 42x3 +2x* —-6x -—-15 3x* 4+ 6x3 4+ 13x% —4x — 10

oy B, 410 1
x X 3 X T3z%¥ T3 3
7x2 14 35
— — — _x — —
3 3 3
'j RESOLUCAO DA PROVA DE MATEMATICA ITA 2021 7

> N




ESTRATEGIA MILITARES

Agora, vamos dividir o divisor pelo polindbmio resto encontrado. Veja que o resto é
72
r(x) = —§(x +2x+5)
Podemos usar apenas x2 + 2x + 5 para simplificar as contas, logo:

3x* +6x3 +13x%? —4x -10 x2+2x+5

—3x* —6x3 —15x2 3x% -2

—2x% —4x -10
2x% +4x +10
0

Encontramos um resto nulo, logo podemos afirmar que o maximo divisor comum entrep e g é o
divisor da ultima divisdo: f(x) = x? 4+ 2x + 5. Assim, as raizes comuns s3o dadas por:

X2 +2x+5=0
Raizes:
x=—-14+V—-4=-1+4+2i

Gabarito: X1 = 1 —2i;x; = -1+ 2i

6. (ITA/2021)

Considere z = a(v/3 + i) € C, onde a € R. Determine todos os nimeros reais a para os quais z’ e

z13 estdo a mesma distancia de z no plano complexo.

Comentarios
Queremos |z7 — z| = |z'3 — z|, logo:
z(z° — D] = |2(z"? = D] = |2(z° — D) (z° + 1|
|z]1z° — 1] = |z[12° — 1]12° + 1]
|z||z6 —1](1 = |z + 1) = 0
As possibilidades sdo:
2zl =0=
(i) |z =1 =0

(i) |26 + 1| = 1
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Vamos escrever z = a(\/§ + i) na forma polar:

z=2a (E + i) = 2a cis(30°)

2 2
z% = 2%a°¢is(180°) = —2°q®
Substituindo na equacao:
[-26a®—-1| =0

Como a € R, temos que ndo existe a que satisfaz a equagdo acima.
Analisando a ultima equacgao:

—2%0°=0=2>a=0

—26a5 + 1] = 1 > —25a° 1=+1:{
=2%a” +1] @erl== —2%0°=-22a°=1=2a=+%1

Portanto, temos a € {—1,0,1}.

Gabarito: @ € {~=1,0,1}

7. (ITA/2021)

Um reldgio digital mostra o horario no formato H: M : S, onde H é um inteiro entre 1 e 12
representando as horas, M é um inteiro representando os minutos e S é um inteiro representando
os segundos, ambos entre 0 e 59. Quantas vezes em um dia (H, M, S) sdo, nessa ordem, os trés

primeiros termos de uma progressao aritmética de razao estritamente positiva?

Comentarios

Como a progressdo aritmética deve ter razdo estritamente positivo, devemos ter r > 0. As
progressoes sdo da forma:

(H,M,S)=(H,H+r,H+2r),comr €N

Veja que para cada hora, devemos analisar a quantidade de progressdes que podemos ter.
Observe o caso para H = 1:

{(1,2,3);(1,3,4);(1,4,7); (1,5,9); ...; (1,30,59)} = total = 29 casos

Note que em cada progressdao para H = 1 a razdo aumenta 1 unidade. Assim, podemos contar
da seguinte forma: a primeira razdo serd r = 1 e a ultima serd dada por:

59 -H
H+2r<59=rc<
50 -1
H=1>=nu < > =29 = e = 29 = rvariade 1 a 29 = 29 casos
& ) ,
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50-2 57 .

H=2>nu < > =7=>rmax=28:»rvarladela28=>28casos
50 -3 .

H=3:rmaxsT=28zrmax=28=>rvarlade1a28=>28casos
50-4 55 .

H=4>= " < > =7=>rmax=27=>rvarlade1a27=>27casos
59 -5 .

H=S:rmaxsT=27zrmax=27=>rvarlade1a27=>27casos
50-6 53 .

H=6>= "y < > =7=>rmax=26=>rvarlade1a26=>26casos
59 -7 )

H=7="pu < > =26 = Ty = 26 @ rvariade 1 a 26 = 26 casos
50-8 51 )

H =814, < > =7:>rmax=25:>rvarlade1a25:>250asos
59-9 .

H=9:rmaxST=25:rmax=25=>rvarlade1a25=>25casos
50-10 49 )

H =10 = 14, < > =7=>rmax=24=>rvarladela24=>24casos
59 -11 )

H=11> 1,4 < > =24 = Ty = 24 @ rvariade 1 a 24 = 24 casos
50 —-12 47

H =12 = 1,4 < > =7=>rmax=23=>rvariadela23=>236asos

Somando os casos, encontramos:

(28 4+ 24)5
n=29+2(28+27+26+25+24)+23=52+2-T=52-6=312

Como queremos a quantidade em 1 dia, devemos considerar AM e PM, ou seja, devemos
multiplicar o valor encontrado por 2:

ny = 624

Gabarito: Nt = 624

8. (ITA/2021)

Seja P uma piramide regular com base quadrada. Suponha que os centros das esferas inscrita e

circunscrita a P coincidam. Determine a razao entre as areas das esferas circunscrita e inscrita a P.

Comentarios

RESOLUGCAO DA PROVA DE MATEMATICA ITA 2021 10

B N

A€



ESTRATEGIA MILITARES

Sejam r e R os raios das esferas inscrita e circunscrita a piramide, respectivamente. Assim, temos
a seguinte figura:

B

Note que PM = 1/2 é metade do lado do quadrado de lado [ e PB = 11/2/2 é metade da diagonal
do quadrado. Além disso, temos que MN e PM s3ao segmentos de retas tangentes a esfera

inscrita, logo MN = PM.

Queremos calcular a razdo entre as areas das esferas:

2
Acircunscrita _

42

ATTR? (R)
Ainscrita r

Por semelhanca de tridngulos retangulos AAON~AAMP, temos:

AO ON R
= =
AM PM AM

AN _ON AM—MN:0N2>(§)’7_7_ T)z(l) (§—1>=T(R+T')

S = =
AP PM AP PM R+r (L 2
2
" 4r2(R+71)
sp=— "0
R—r
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Aplicando o teorema de Pitagoras no AOPB:

2
2 1?
RZ_ 2 - — 42 —_
T +<2> r +2
RZ = 2 1 4r2(R+71)
B 2 R-r
2
RZ_TZZZT (R+71)
R—r

Dividindo a equacdo por r? e reescrevendo-a em fungio de R /r, obtemos:

. 1_2<(§)+1>
() - e

r

Fazendo k = R/r:

C2(k+ 1)
kKe-l=——
(k—l)(k+1)=zgckf+11)

Como k > 0, temos:

2
k—1=m$(k—1)2=2=>k—1=i\/§$k=1i\/§

k>0=k=1+2
Queremos

(B <ie=(rvzy =s+20

Gabarito: 3 +2V2

9. (ITA/2021)

Sejam a, 3,y E Rtaisquea+ f+y =—-3m, sena+senff +seny=1/2 e cosa + cos f +
cos ¥ = —1/2. Determine o valor de cos?a + cos*p + cos?y.

Comentarios

Usando as equacdes e elevando ao quadrado:
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cosa + cosf +cosy = —3

1
cos? a + cos? B + cos?y + 2(cosa cos B + cosa cosy + cos S cosy) = 7 0))

1
sena + senfS +seny =3

1
sen? a + sen? f + sen?y + 2(sena senf + sena seny + senffseny) = 7 (n

Usando a relacdo fundamental em (I1):
(1 —cos?a) + (1 —cos?B) + (1 — cos?y) + 2(senasenfB + senaseny + sen ff seny)
1

==l
4 (D

Fazendo (I) — (II):

2cos?a+2cos?B +2cos?y—3

+2 (cosacosﬁ —senasenf +cosacosy —senaseny + cosff cosy — senﬁseny) =0
cos(a+pB) cos(a+y) cos(B+y)

2(cos? a + cos? B + cos?y) — 3 + 2(cos(a + B) + cos(a +y) + cos(B+y)) =0
Usando a relagdo a + f§ + y = —3m, obtemos:
2(cos? a + cos? B + cos?y) — 3 + 2(cos(—3m —y) + cos(—3m — B) + cos(—3m — a)) =0
Como cosseno é fungdo par:
2(cos? a + cos? B + cos?y) — 3 + 2(cos(3m + y) + cos(3m + B) + cos(3mr + a)) = 0
2(cos? a + cos? B + cos?y) — 3 + 2(cos(m + y) + cos(m + ) + cos(m + a)) =0
2(cos? a + cos? B+ cos?y) =3+ 2(—cosy —cosf —cosa) =0

=

1
2(cos? a + cos? B + cos?y) — 3 + 2(5) =0

2(cos? a + cos? B + cos?y) = 2
~cos?a+cos? B+ costy =1

Gabarito: €0s? a + cos? B + cos?y =1

10. (ITA/2021)
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Uma moeda é lan¢ada sucessivas vezes até que se tenha a ocorréncia de 2 caras. Qual a

probabilidade do numero total de langamentos ser par?

Comentarios

PN

2

Seja P, a probabilidade de dar a segunda cara no n-ésimo langamento. Assim, temos que ter
apenas 1 langamento cara nos n— 1 langamentos anteriores. Vamos fazer as seguintes
definicdes:

P; — probabilidade de dar exatamente 1 cara nos primeiros n — 1 langamentos
P, — probabilidade de dar 1 cara no n-ésimo langamento

Para calcular P;, temos que escolher 1 moeda dosn — 1 langamentos para dar a cara e multiplicar
pela probabilidade de dar cara que é 1/2. Além disso, temos que multiplicar pela probabilidade

- . 11 1 1\ 2
de ocorrer n — 2 coroas nesses langamentos, essa probabilidade é dada pors o= (5)

n—2vezes
logo:
n-()E6)
R BVAVIAV)
A probabilidade de dar cara no n-ésimo langcamento é

P_1
272

Assim, P, é dado por:

w7 )OO @) om0

A probabilidade total é dada por:
P=P2+P4+P6+P8+“'

1 3 5 7
P=cstogtogtoyt
Essa é a soma de uma progressdo aritmética geométrica. Sua razio geométrica é 1/22.
Multiplicando P por essa razao e depois subtraindo de P, obtemos:

P 1 3 5 7
2o e tEtam

P P—1+2+2+2+
4 22 24 26 )8
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3P _1, 11 1,
4 4 23 25 27
soma de uma PG infinita de razao
1
3 1 33 1 1 5
4 4 17476 12
22
b 5
9
5
Gabarito: 9
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